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POPIS ZADATAKA

Ui W

o

8.
9.

Prikaz grafa u racunalu. Lista susjedstva, matrica susjedstva, matrica incidencije.
Oduzimanje brida zadanome grafu.

Primjeri grafova. Potpuni graf, potpuni bipartitni graf, kotac, kocka, ciklus.

Povezanost. Uzadanom jednostavnom grafu nadi najkracu i najdulju zatvorenu stazu.
Problem najkraceg puta. Dijkstrin algoritam.

Problem trgovackog putnika. Usporedi pohlepni heuristicki algoritam i iscrpnu
pretragu za nalaZenje najkra¢eg hamiltonovskog ciklusa u potpunom tezinskom grafu.
Stabla. U zadanom grafu prebroji sva razapinjuca stabla. IspiSi barem jedno od njih.
Stabla. U zadanom potpunom tezinskom grafu nadi razapinjuce stablo minmalne
ukupne duljine.

Planarnost. Ispitaj je li zadani graf planaran.

Bojanje vrhova grafa. Ispitaj je li zadani graf 3-obojiv (v), tj. mogu li se njegovi vrhovi
obojati s 3 boje, tako da su susjedni vrhovi raznobojni.

10. Bojanje bridova grafa. Ispita je li zadani graf bridno 3-obojiv, tj. mogu li se njegovi

bridovi obojati s 3 boje, tako da su susjedni bridovi raznobojni.

11. Setnje po usmjerenim grafovima. U zadanom teZinskom usmjerenom grafu nadi kriti¢ni

put.

12.Sparivanja. U zadanom bipartitnom grafu s obiljeZenim vrhovima nadi i prebroji sva

potpuna sparivanja.

13. Korak vise - Clique problem. U zadanom grafu pronaci najveci potpuni graf.
14. Korak vise(2)- Knight's tour problem



ODABIR PROGRAMSKOG JEZIKA

Za implementaciju zadanih problema odabran je programski jezik Python. Programski jezik
Python podrzava objektno orijentiranu programsku paradigmu, te funkcijsku paradigmu.
Zbog svoje prilagodenosti za rad s listama pogodan je za implementaciju prikaza grafova i
izvodenje operacija nad grafovima.

@, python



PRIKAZ GRAFA U RACUNALU

ZADATAK
Lista susjedstva, matrica susjedstva, matrica incidencije. Oduzimanje brida zadanome
grafu.

LISTA SUSJEDSTVA:
Za svaki vrh grafa generira se lista susjedstva koja sadrzi vrhove susjedne zadanom vrhu.
Za gore zadani graf lista susjedstva je sljedeca:

1:[2,5] 2:[1,3,5] 3:[2,4] 4:[5,3] 5:[1,2,4] 6:[4]

MATRICA SUSJEDSTVA:

Matrica susjedstva je matrica veli¢ine n x n, gdje je n broj vrhova zadanog grafa. Matrica
sadrzi vrijednost 1 na mjestu [i][j] ukoliko su vrhovi i i j susjedni, te 0 na svim ostalim
mjestima. Za zadani primjer matrica susjedstva je sljedeca:

1 2 3 4 5 6

1 0 1 0 0 1 0



Matrica susjedstva simetricna je s obzirom na x=y. Ukoliko je graf teZinski, vrsi se
modifikacija te se umjesto 1 na zadanom mjestu nalazi vrijednost teZine zadanog brida
kojem pripadaju vrhovi i1 ]

MATRICA INCIDENCHE

Matrica incidencije je matrica veli¢ine n x m, pri ¢emu je n broj vrhova u zadanom grafu, a
m broj bridova u zadanom grafu. Vrijednost polja [i][j] je 1 ukoliko vrh i pripada bridu j te 0
ukoliko vrh i ne pripada bridu j. Za zadani graf matrica incidencije je sljedeca:

12 15 23 25 34 45 46
1 1 1 0 0 0 0 0

2 1 0 1 1 0 0 0

Ukoliko je graf teZinski vrsi se jednaka modifikacija zamjenom 1 teZinom zadanog brida.

BRISANJE BRIDA ZADANOM GRAFU

Brisanje brida zadanom grafu G-e vrsi se jednostavnim micanjem zadanog brida. Ukoliko je
potrebno obrisati brid AB u prezentaciji listom susjedstva: iz liste susjedstva vrha A
potrebno je maknuti vrh B, te je iz liste susjedstva vrha B potrebno maknuti vrh A.

Ukoliko je graf prezentiran matricom susjedstva na mjestima [i][j] I [j][i] koje predstavlja
brid AB (BA) potrebno je umjesto 1 upisati 0.

Ukoliko je graf prezentiran matricom incidencije potrebno je obrisati stupac j koji
predstavlja zadani brid.



Brisanjem brida moguce je da neki od vrhova grafa ostane izdvojen.

Primjer na gore navedenom grafu: brisanje brida ‘4,5’

0: :‘o

Lista susjedstva: 1:[2,5] 2:[1,3,5] 3:[2,4] 4:[3] 5:[1,2] 6:[4]

Martica susjedstva:

Matrica incidencije:
12 15 23 25 34 46
1 1 1 0 0 0 0

2 1 0 1 1 0 0



BRISANJE VRHA ZADANOM GRAFU

Brisanje vrha u zadanom grafu vrsi se na sljedeci nac¢in: potrebno je obrisati vrh te sve
bridove kojima je taj vrh pripada.

Primjer : u zadanom grafu potrebno je obrisati vrh ‘1’.

Lista susjedstva: 2:[3,5] 3:[2,4] 4:[3] 5:[2] 6:[4]

Matrica susjedstva:

Matrica incidencije:



PROGRAMSKO RJESENJE

Problem zadavanja grafa te brisanja brida i vrha iz zadanog grafa rijeSen je je klasom
Graph () koja predstavlja prezentaciju grafa te osnovne operacije nad njim.

Graf je moguce zadati datotekom na 4 razlic¢ita nacina, od kojih su 3 prezentacije grafa
listom susjedstva, matricom susjedstva , te matricom incidencije. Moguce je i generirati
jedan od primjera grafova(ciklus, potpuni bipartitni graf, kota¢, potpuni graf, te kocku)
Metoda koja ucitava graf:

ucitaj graf(self,tip,ime datoteke)

prima kao parametre nacin ucitavanja grafa (dat, Is, ms, mi, pr), te ime datoteke. Radi
laksSeg ucitavanja grafova svaka ime datoteke kojom je zadan graf zavrsava njenim tipom
npr. Prvi_ls oznacava da je graf zadan listom susjedstva, prvi_ms - graf zadan matricom
susjedstva, prvi_mi - graf zadan matricom incidencije. Zadana metoda poziva funkcije za
pretvaranje zadane prezentacije grafa u preostale prezentacije grafa. Npr, ukoliko je zadana
prezentacija grafa listom susjedstva, pozivaju se funkcije koje pretvaraju listu susjedstva u
matricu susjedstva i matricu incidencije. Zadana metoda vraca pokaziva¢ na strukturu
grafa.

Lista susjedstva prestavljena je programskom strukturom dictionary kojima je klju¢ vrh, a
vriijednost je lista vrhova koji su susjedni zadanom vrhu.

Ostale metode u klasi Graph () su:

¢ dodaj brid(self,vrhl,vrh2,weight) — u zadani graf dodaje brid , brid je
zadan sa 2 vrha i teZinom brida

e pvrhovi (self) - vraca listu vrhova zadanih grafova

e pbridovi (self) - vraca dictionary bridova

e get weight (self,vrhl,vrh2) -vracateZinuzadanog brida

e pripada bridu(self) - vrata vrhove koji pripadaju pojedinom bridu -
pomoc¢na metoda za realizaciju matrice incidencije

e stupanj(self, vrh) -vracastupanjzadanog vrha

e is susjed(self,vrhl,vrh2) —provjerava jesu li vrhovi susjedni (¢ine li brid)



makni iz liste (self)- ukoliko su neki vrhovi ili bridovi obrisani u grafu,
mice ih iz liste susjedstva

pmatrica susjedstva (self) —vraca matricu susjedstva

pmatrica incidencije (self)-vraca matricu incidencije

update (self) - nakon operacije nad grafom osvjeZava podatke

obrisi vrh (self,vrh) —iz zadanog grafa brisSe vrh

obrisi brid(self,brid,u= False) -izzadanog grafa briSe brid

coppy graph (self) —vraca kopiju grafa



PRIMJERI GRAFOVA

ZADATAK
bipartitni graf, kotac¢, kocka, ciklus

PROGRAMSKO RJESENJE
Primjeri grafova zadani su klasom Primjeri () , te je opis i implamentacija primjerana
opisana u nastavku.

POTPUNI GRAF

X:0 K21 Ki:3 Kq:6

Ks:10

NN

Potpuni graf je graf kojemu su svi vrhovi medusobno povezani.

PROGRAMSKO RJESENJE

Generiranju potpunog grafa sa zadanim brojem vrhova implementirano je metodom:
get potpuni (self,broj vrhova)

koja prima kao parametar zadani broj vrhova a vraca pokaziva¢ na izgenerirani potpuni
graf.

PRIMJER
Potpuni (5):



root@ubuntu: /home/gizmo/teograt# python tg lab.py drugl pr potpuni 5
potpuni 5

1 :['@', "4*, '2', '3
['4*, '3, "2, '1
['e*, "4*, "1+, '2°'
['@", "1*, "4, '3
['e*, 3", "1, "2

Fu B OLD D

POTPUNI BIPARTITNI GRAF

Kz K33 K33

Potpuni bipartitni graf je graf kojemu se vrhovi mogu podijeliti u dva disjunktna skupa na
nacin da su svi vrhovi iz jednog skupa susjedi vrhovima iz drugog skupa te da vrhovi iz
istog skupa nisu susjedni.

PROGRAMSKO RJESENJE
Generiranje potpunog bipartitnog grafa impelementirano je metodom

get potpuni bipartitni(self,r,s)
koja kao parametre prima broj vrhova oba skupa (r,s)

PRIMJER
Potpuni bipartini (3,3):

root@ubuntu: /home/gizmo/teograt# python tg_lab.py drugl pr bipartitni 3 3

1 :["4", "5", "3"]
g : ['5", "4", "3']
3 - ['e*, "1, "2']
2 ['5", "4", "3']
5 ['@", "1, "2']
4 : ['@", "1, "2']

potpuni bipartitni 3 3



CIKLUS

Ciklus je povezani graf kojemu su svi vrhovi stupnja dva.

PROGRAMSKO RJESENJE
Generiranje ciklusa implementirano je metodom

get ciklus(self, n)
koji kao parametar prima broj vrhova, a vra¢a pokazivac na generirani graf

PRIMJER
Ciklus(6)

root@ubuntu: fhome/sgizmo/teograt# python tg lab.py drugi pr ciklus &
ciklus B
1 : [IHIF L]

R [ L s
L s B Bl B e |
N o A



KOTAC

W3 I W5 : Ws 1

W7 ; Wg [ Wo E

Kotac je graf koji se sastoji od ciklusa (n-1)te sredisSnjeg vrha koji je povezan sa svim
vrhovima ciklusa.

PROGRAMSKO RJESENJE

Generiranje kotaca implementirano je metodom

get kotac(self,n)

koja kao parametar prima broj vrhova, u sebi poziva generiranje ciklusa duljine n-1 te
povezivanjem n-tog vrha vrhovima ciklusa.



PRIMJER

Kotac(5)
root@ubuntu: /home/gizmo/teograt# python tg lab.py drugi pr kotac 5
ciklus 4
1 :["2°, '8"]
g :["3", "1"]
3 [rer, "2°]
2 ["1", "37]
kotac 5
1 :['2", '@", "4"]
g ["3", "1", "4"]
3o [re, 27, "47]
2 0 ["1", "3°, '"4"]
4 ¢ ["@", "3, "1, "2']

U ovom primjeru se vidi da se najprije generira ciklus, a zatim kotac

KOCKA

Kocka je graf u kojem su 2 vrha susjedi ukoliko se njihove numeracije u binarnoj
reprezentaciji razlikuju to¢no za 1.

PROGRAMSKO RJESENJE
Generiranje kocke dimenzije n implementirano je metodom :

get kocka(self,n)
pri ¢emu je n dimenzija. Broj vrhova kocke je 2». Zadana metoda sadrzi dvije funkcije:
bin (br) idec (br)

koje pretvaraju zadani dekadski broj u binarni, te obrnuto.



PRIMJER

Kocka(4)
root@ubuntu: fhomesgizmo/teograt# python tg lab.py drugi pr kocka 4
kocka 4
11 : ["3", "9', "18", "15"]
18 : [*2", "8', "11", "14"]
13 : [*5", "9', "12", "15"]
12 : ["4°, "8', "13", "14"]
15 : [*7°, "11°, "13", "14"]
14 : ['6°, "18°, 12", "15"]
1:1['8", "3", '5", '9"]
g : ["1*, 2", '4"', '8"']
3 [+, r2', '7", "11']
2 :['e*, *3', 'e6", "10']
5 :["1", "4", '7", "13"]
4 : ['@', *5", '6", "12']
7 :["3", '5", 'B6", "15"']
6 : ["2', "4', '7", "14']
9 :["1, 8", "11", "13°]
PETERSENOV GRAF

Petersenov graf je 3-regularan graf . Neke od prezentacija grafa u ravnini prikazana je u
nastavku:

o
<X



Petersenov graf je specifican graf, 3-regularan graf, nije planaran, vrSno je 3-obojiv, te
bridno 4-obojiv.

PROGRAMSKO RJESENJE
Generiranje Petersenovog grafa implementirano je metodom:

get petersen (self)

koji vraca pokazivac na zadani petersenov graf.

root@ubuntu: fhome/gizmo/teograft# python tg lab.py drugi pr petersen
petersen
1 :['8",

00 W o = &= R W@
e T R B B s M e
L = 00 W0 @ @ = @ U
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POVEZANOST

ZADATAK

U zadanom jednostavnom grafu nadi najkracu i najdulju zatvorenu stazu.

PROGRAMSKO RJESENJE
Zadatak je rijeSen implementacijom klase Povezanost () koja sadrzi niz metoda za
traZenje najkrace i najdulje zatvorene staze, te metode

izvrsi(self, qg)
koja poziva ostale glavne metode.

NA]KRACA ZATVORENA STAZA

Najkraca zatvorena staza pronalazi se algoritmom koji prelazi sve bridove te se pokuSava
vratiti do pocetnog vrha Sto kra¢im putem. Ukoliko je pronadena najkraca staza duljine 3,
algoritam se zaustavlja.

PROGRAMSKO RJESENJE
TraZenje najkrace zatvorene staze implementirano je metodom

najkraca staza(self,g)

koja prima graf g kao parametar, a vraca duljinu najkrace staze i samu stazu u obliku
[v1,v2,..,vn, vl]

NAJDULJA ZATVORENA STAZA
Staza je Setnja u kojoj su svi brdovi razliciti.

Ukoliko je graf Eulerovski najdulja zatvorena staza prolazi svim bridovima zadanog grafa,
medutim ukoliko graf nije Eulerovski potrebno je provesti brisanje bridova zadanog grafa
do Eulerovosti, te nakon Sto graf postane Eulerovski Fleuryevim algoritmom je potrebno
pronaci Eulerovsku stazu. Povezani graf G je Eulerovski ako postoji zatvorena staza koja
sadrzi svaki brid od G. Prema Eulerovom teoremu graf G je Eulerovski onda i samo onda
ako je stupanj svakog vrha paran broj.

Ukoliko graf nije eulerovski, brisnje bridova do eulerovosti vrsi se ispunjavajuc¢i dolje
navedene uvjete. Pri tome je potrebno paziti ukoliko graf postane nepovezan da se ispita
svaka pojedina¢na komponenta povezanosti.



Uvjeti koje treba ispunjavati su sljedeci:
1. Ukoliko zadani vrh ima samo jednog susjeda, potrebno je obrisati zadani vrh
2. Ukoliko vrh ima paran broj susjeda, zaobidi ga
3. Ostali kriteriji odnose se na vrh koji ima neparan broj susjeda :
a. Ukoliko ima sve susjede koji imaju paran stupanj, te ukoliko neki od njih
ima neparan broj susjeda, obrisi zadani vrh
b. Jedan neparan susjed, ukoliko nije most, obrisi bird
c. Ukoliko je most i ne postoji niti jedna druga mogucnost, potrebno je
odvojiti komponente i ispitati svaku komponentu zasebno
d. Ukoliko zadani vrh ima 2 neparna susjeda za svakog gledam susjedi ako
imaju parne susjede koji cine brid obrisi v v1, ako imaju jedan zajednicki
parni vrh obrisi taj.
e. Ukoliko zadani vrh ima 2 neparna te oni imaju neparne susjede i ako su
povezani obrisi bilo koji brid
f. Ako ima 3 susjeda koji su neparni, ukoliko neki od vrhova ima parnog
susjeda obrisem brid koji se sastoji od trenutnog vrha i vrha koji ima
parnog susjeda
g. ukoliko vrh ima sve neparne susjede, ako vrhovi nemaju zajednicki vrh
obrisi trenutni_vrh
h. ako imaju zajednicki vrh onda bilo koji brid jednog od vrhova i trenutnog
obrisi
Gore navedeni uvjeti omogucuju da se iz grafa obrise najmanji broj bridova da bi graf
postao Eulerovski.
Nakon $to je brisanjem bridova pridruzavajudi se zadanih kriterija dobiven Eulerovski graf,
po Fleuryevom algoritmu pronadena je max zatvorena staza.

FLEURYEV ALGORITAM:

Neka je G Eulerovski graf, tada je sljedeca konstrukcija uvijek moguca i vodi do
Eulerovske staze.
Zapocni u proizvoljnom vrhu u i Se¢i se vrhovima u bilo kojem redosljedu pazeci pritom na
sljedeca pravila:



1.

2.

Prebrisi bridove kojima si prosao, a ako nakon prolaska vrh ostane izoliran,
pobrisi i njega.
Prijedi mostom samo ako nemas druge moguc¢nosti

PROGRAMSKO RIESENJE

Metode kojima je je implementiran gore opisan postupak su :

PRIMJER

get eulerian graph(self,g) - implementacija samog postupka brisanja
bridova (vrhova) do eulerovosti

ispitaj (self, wvrhl, vrh2) - pomo¢na metoda koja ispituje parnost
susjeda dva vrha

pronadji eulerovsku stazu(self,g) — po Fleuryevom algoritmu pronalazi
eulerovsku stazu

is euler (self) —provjerava je li zadani graf eulerovski

is most (self,vrhl,vrh2) —provjerava je li zadani brid most u grafu G
odvoji (self) —ukoliko je brid most odvaja dvije komponente povezanosti

Za petersenov graf :

MAJKRACA 5 ['2', 1", '5", '4', '3', "2']
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Kotac 5:

root@ubuntu: /home/gizmo/teograt# python tg_lab.py treci pr kotac 5
ciklus 4
1 :p['2°, '8"]
@ ["'3", '1']
3 :['er, r2']
2 ['1Y, '3'"]
kotac 5
srr2r, e, 4]
D['3t, "1, 4]
['e*, '2', "4']
t[r1t, '3t, 4]
t[ret, '3, 1, '2']
MAJKRACA 3 ["4', '6', '3°, '4"]
1 ['2*, 'e', '4']
@ ['3a', '17, '4']
3 [rer, 27, '4']
2
4

R O I Y e R

(*1+, '3, '4']
e, 3, "1, 2]
MAJDULIA & ['G", "1°, "4°', 3", '2', ‘'4°", '0'"]

Primjer ukoliko zadani graf sadrzi most te je potrebno svaku komponentu povezanosti posebno
ispitati. o )
MAJKRACA 4 [*1°, '2', '4', "3', '"1"']

1 @ ['2", "3"]
I - ['4*, '"1', '5"]
2 0 ['1, "4']
5 ['6", '"7T", "3"]
4 : ["3", "2']
T :['8", '5"]
& : ['5', '"8"]
g ['7, '6']
1 @ ['2", "3"]
I o:o['4', '1']
2 0'4", '"1']
4 : ["3", "2']
grat je eulerovski
a ["7", "B"]
5 ['&", "7T"]
7 ['&", '5"]

5 : [lglr ISI]
grat je eulerovski
NAJDULJA 4 ['5°, 'e&", '8", '7', '5'"]

Kao Sto je vidljivo u primjerom, za svaku komponentu povezanosti pronadena je eulerovska
staza, te je odabrana ona dulja. U ovom slucaju obje komponente povezanosti simetri¢ne su te
je izabrana jedna od njih.



PROBLEM NAJKRACEG PUTA

ZADATAK
Implementirati Dijkstrin algoritam

DIUKSTRIN ALGORITAM

4 _~2/
i . 0] 1
function Dijkstra(Grapk, source): - A
for each wvertex ¥ in Graph: 2 (&)
dist[v] := infinity x
previous[rv] := undefined N\
dist[source] = 0 4 ‘4 
D 1= copyl&Eraphk) 1
while ¢ is not empty: -
u = extract min(Q) ‘?’
for each neighbor v of u:
21t = dist[u] + lengthiu, v . (3)
if alt < dist[v] 2
dist[¥] := alt v 1
previous[r] := u 2

PROGRAMSKO RJESENJE
Zadani algoritam je implementiran u klasi Di jkstra (), metodom

get dijkstra(self,g,start='0", end=None)

koja vrada najkracu stazu izmedu pocletne i zavrSne tocke zadanog grafa. Zadana klasa
takoder sadrzi pomoc¢nu metodu get_G(self,g) koja vraéa listu susjedstva sa teZinama
bridova. Potrebno je naglasiti da zadani grafovi moraju biti teZinski.



PRIMJER
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PROBLEM TRGOVACKOG PUTNIKA

ZADATAK

Usporedi pohlepni heuristicki algoritam i iscrpnu pretragu za nalaZenje najkraceg
hamiltonovskog ciklusa u potpunom teZinskom grafu.

Problem se svodi na traZenje Hamiltonovog ciklusa najkrace duljine u potpunom teZinskom
grafu. Potpuni graf je uvijk hamiltonovski

POHLEPNI HEURISTICKI ALGORITAM
Algoritam je sljedeci:

1. Zapocni pretragu u bilo kojem vrhu
2. Odaberi sljededi vrh najblizi zadanom vrhu koji nije jos prijeden.
3. Kada su obideni svi vrhovi vrati se u pocetni

U vecini slucajeva ovakav pristup daje brzo i to¢no rjeSenje, medutim moZe se dogoditi
dase odabirom najbliZih vrhova koji nisu obideni propusti to¢no rjesenje.

ISCRPNA PRETRAGA

I[scrpna pretraga ispituje svaki mogué¢i hamiltonovski ciklus u zadanom grafu, te odabire
onaj najkrace duljine. Za velike grafove ovakav pristup vrlo jezahtjevan,medutim uvijek
daje tocno rjesenje.

PROGRAMSKO RJESENJE
Zadatak je implementiran klasom Salesman () , te metodama

e iscrpna pretraga(self) - implementacija iscrpne pretrage za trazenje
hamiltonovog ciklusa minimalne duljine

® heuristicki (sell



e usporedi (self,g) —metoda koja poziva implementacije

PRIMJER
4

root@ubuntu: /home/gizmo/tecgraft# python tg lab.py peti dat tsp 4
['e*, 1, *2*, '3", "4"]

{'e,4": ["7'], '®,3": ["4'], '@,2': ['2"], "@,1': ['5"], "3,4": ['1"], "1,4": ['6B"],

'1,2': ['2'], 'L,3': ['1'1, '2,4': ['4'], '2,3': ['3']}

1 :['@", 4", '2°, '3"]

e [r'4+, "3*, '2', '1']

3 :['e', "4v, "1, '2']

2 ['e", "1, '4*, '3"]

4 ['@", "3", '1", '2']

MIN 13 ['@", "4', "3', "1', '2", '8"]

lokalna pohlepa

MIN 13 ['@", *2', '1', '3', "4", '@"'] [{'e', "2%), ('2', '1'), ("1, '3"), ('3", "4’
1, ("4, "8yl

Primjer u kojem je moguce da se lokalnom pohlepom “promasi” to¢no rjesSenje:

root@ubuntu: /home/gizmo/teograt# python tg_lab.py peti dat tspl

[‘e*, "1*, "2', "3", '4']

{'e,4*: [*7"], 0,3 ['12'], '@,2': ['2"'], '6G,1": ['5"'], '3,4": ["19'], "1,4': ['1l"
1, '"1,2*: ['2'], "1,3": ['3"'], "2,4": ["4"], "2,3": ['3']}

1 ['e*, "4*, "2", "3']

g : ["4°, "3°, "2, "1"]

3 : [0, "4, "1, "2']

2 ['@", "1, 4", "3']

4 : ['@°, 3", "1, "2']

MIN 16 ['@", *4', *1', '3', 2", '8"]

lokalna pohlepa

MIN 36 ['0", '2', '1', '4", 3", "@°] [('@°", "2"), ('2", "1"), ("1", "4"), ("4", '3
o 0137, "B




STABLA(1)

ZADATAK
U zadanom grafu prebroji sva razapinjuca stabla. Ispisi barem jedno od njih.

KIRCHOFFOV TEOREM (MATRIX TREE THEOREM)
Neka je zadan povezani graf G s n vrhova. Neka su Ay,A2,...,.An - 1 vrijednosti Laplaceove
matrice razliCiti od 0. Tada je broj razapinjujucih stabala:

1
t[:(;) = H}tl}.g me )"rn—l .

LAPLACEOVA MATRICA(KIRCHOFFOVA):

Laplaceova matrica je jedan od oblika prezentacije grafa G . Ukolko je zadan graf G matrica
ima sljedeci oblik:

deg(z;) ifi=j
lij = —1 if ¢ % j and v; adjacent 2
0 otherwise

Odnosno:

1. zairazli¢itoodj:
i. akojevrhisusjedan vrhu juzadanom grafu G, qi; = -1
ii. U ostalim slucajevima qj;je 0

2. Zai=j:
i. qijjejednak stupnjuvrhai

Broj razapinjuéih stabala u zadanom grafu racuna se na sljede¢i nacin:

e potrebno je konstruirati Laplaceovu matricu Q
e Zadanoj matrici potrebno je obrisati bilo koji stupac s i bilo koji red r-> Q'
e Broj razapinjucih stabala jednak je determinanti matrice Q'



PRIMIJER:

0 3
[ 3 -1 -1 —1]
1 2 -1 0
Q= 1 -1 3 -1
1 0 -1 2
1.‘ 2 | .
2 -1 0
Q= -1 3 -1
0 -1 2

det (Q*)=8

PROGRAMSKO RJESENJE
Implementacije oba zadatka vezana uz stabla izvedena su klasom Stabla () . Metode koje
su vezane uz zadani zadatak a nalaze se u klasi stablo () su sljedece:

e ispisi razapinjujuce stablo (self)—ispisuje bilo koje razapinjujuce stablo
® kirchoff (self):- prema Kkirchoffovom teoremu racuna broj razapinjucih
stabala u zadanom grafu

Za realizaciju zadatka ukljuceni su moduli za rad s matricama : numarray, numeric,

LinearAlgebra.

PRIMIJER:

root@ubuntu: /home/gizmo/teograft# python tg_lab.py sesti dat petersen *
[**, '2', 's', *1e°*, "3°, "9°, "4, 8", ‘7", '8']

{'6,9': [1], '&,1@"': [1], '3,8': [1], '4,5': [1], '7,9': [1], "3,4": [1], '5,6": [1]
, '7,10': [11, "1,5°: [1]1, "1,2": [1]1, "1,1@°: [1], '6,8°: [1], "2,9°: [1], "4,7": [
11, '2,3': [11}

18 : ['8", 'T", "1"]

1 :['5", '2', "18"]

3 :['8", '4", '2"]

2 0 ['1Y, "9, '3']

5:['4", '6", "1"]

4 ¢ ['5", '3, 'T7T"]

7 ['9', '18', '4']

6 : ['9", '5", '8"]

9 : ['&", '7T", "2"]

8 :['1l8", '3", '6"]

Razapinjuce stable [('1°, *2'), ('2', *'3"), ('3', '4'), ("4", '5"), ('5", '6"), ('6"
e T9T), (9T, TNy, (77T, "1, (T1et, T8 ]

Broj razapinjucih stabala 2080




Za zadani Petersenov graf ispiseano je razapinjuce stablo, te je broj razapinjucih stabala
2000.

KOCKA (4):

root@ubuntu: fhome/gizmo/teograt# python tg_lab.py sesti pr kocka 4
kocka 4

11 : [*3*, '9', 18", '15"]
1@ : [*2°, &', "11", '14"']
13 ¢ ['53", "9", "12', '"15"]
12 : [*4*, *8', 13", '"14"]
15 : [*7°, 11", "13", "14']
4 : [*6", "10°, "12', "15"]
1 :['8", "3, '5", '9']

e [, "2+, "4, '8']

3 - [+, 2+, ‘7', '"11"]

2 ['8", *3', '6', "18"]
5:-['1, "4+, 7', "13"']

4 - ['@', 5", 'B', '12"]
o003, '5', ‘6", '"15"]

6 - ['2', "4', 7", "14"]

9 :['1, &', "11*, "13']

g :['8", '9', "la*, "12°]

Razapinjuce stablo [(°©", *1"}), (°1*, *3°), ("3*, 11"}, ('11', *1l@°), ("1@', "14"),
(*14', '12'), ('12', '13'), ('13', '15'), ('15', '7'), ('7', '5'), ('5', '4'), ('4'

, 'B"), ('e", "2'), ("13°, '9°), (9", "8']]

Broi razapinijucih stabala 42467328



STABLA(2)

ZADATAK
U zadanom potpunom tezinskom grafu nadi razapinjuce stablo minmalne ukupne duljine.

KRUSKALOV ALGORITAM

Zadani algoritam je pohlepan algoritam. Odabire bridove najmanje tezine pazeci pri tome
da u svakom sljede¢em koraku odabere vrh koji jo$ nije prijeden, te da ne zatvori ciklus.

PSEUDOKOD:

function Kruskal(&)
for each vertex % in &G do
Define an elementary cluster C(vF] ~ {7},
Initialize & priority gueus Q to contain all edges in &, using the weights as kKevys.
Define & tree T — @& /T will ultiwately contain the edges of the MST
/4 n iz total nuwker of vertices
while T has fewer than »n-1 edges do
ff edge u,v is the minimum weighted route from/to v
[, 7] — Q.removelini)
f7 prevent cycles in T. add u,v only if T does not already contaln an edge consisting of u and v,
// WNote that the cluster contains more than one vertex only if an edge containing a pair of
ff the vertices has been added to the tree. g
Let C{w] ke the cluster containing v, and let C(x) ke the cluster containing . i
if ©(v) # Clu) then ;

Add edge (w,u) to T.
Merge C(w) and C(w) into one cluster, that is, union C(v) and Clw).
return tree T



PRIMIJER:

PROGRAMSKO RJESENJE
Kruskalov algoritam implementiran je u klasi Stabla () glavnom metodom:

e kruskal(self,q)

te pomo¢nim metodama

e obrisi brid ciklus(self) — brise brid iz grafa koji bi omogucio zatvaranje
ciklusa

e pronadji ciklus(self,brid) - pronalazi moguc¢nost ciklusa u grafu

¢ postoji zajednicki brid(self,bridl,brid2)- pronalazi zajednicki brid
izmedu 2 brida koja su ve¢ prijedena



PRIMJER:

root@ubuntu: shomesgizmo/teograt# python tg_lab.py sedmi dat foo
['e*, "1+, -ii-, 2+, '1z2*, '9", '3', , '3°, '6", '8, ' 1
{ ,B': ['4°1, 5,8': ['1l' ], '8,18°: ['6"] 5°: ['1'1, J 17 11, "3,4": ['2"]
, '5,6": ['3"], '4,9": ['8"'], '1,2': ['1"], 12*: ['3'], "1@, 11 [ 3'1, '6,8": [’
2'1, '1, 12': [*3*1, "2,9': ['7"1, 6,? ['6"1, "8,9': ['7"], 9,13 [r2*1, "11,1z°
["27] ['2 1, 9,12': ["47], '2,3': ["2"1}

1

‘4! T, 1et
6'1, "4, 0 [
1 'S

"12°,
11, "9°]

.1, 11, '9°']

2, 120

"11°]

2]

o, '3']

4, ‘6", "12°]

3, '9']

6]

8, '7']

2, ‘g, '1e', '12°]
‘5, 1@, 'e", '9']

= o

[
=
=r— — .

LR OO R e @ - -
- - e

en el e N e N e N N e B |

0 WD o= LRI LD @D
=

KRUSKAL
put {'7,8*: 4, '5,8°: 1, '06,1*: 1, *4,5': 1, '3,4*: 2, '1,2':1, *1@,11"': 3, '6,8":
2, '5,12*': 3, '9,1@*: 2, *11,12': 2, *@,11°: 2}




PLANARNOST

ZADATAK

[spitaj je li zadani graf planaran.

PLANARNOST

Graf G je planaran ukoliko se moZe smjestiti u ravninu bez presjecanja, tako da se bridovi
grafa geometrijski ne sijeku u niti jedno jtocki osim u krajnjim tockama.

Kako je poznato da grafovi K5 i K33 nisu planarni, ispitivanje je li zadani graf planaran
svodi se na pokusaj svodenja zadanog grafa na K5 ili K33 :

TM1. Graf G je planaran ako ne sadrzi podgraf homeomorfan s Ks ili K33
TM2. Graf G je planaran ako ne sadrzi podgraf stezljiv do Ks ili K33

PROGRAMSKO RJESENJE

Problem ispitivanja je li zadadani graf G planaran ili ne implementiran je u klasi
Planarnost () Kkoja se sastoji od glavne metode za ispitivanje planarnosti te nekoliko
pomoc¢nih metoda. Algoritam se svodi na brisanje bridova te na stezanje bridova
pokusSavajuci dobiti Ks, odnosno K33 kao pograf:

e planarity(self,qg) —glavna metoda za ispitivanje planarnosti zadanog grafa

e non planar(self) — pomoc¢na metoda koja na temelju parametara (broj
vrhova i bridova) pokusava odrediti je li zadani graf planaran ili ne

e stegni(self,vl,v2) - pomoéna metoda koja steZe zadani brid

e sadrzi K5(self) —provjerava sadrzili zadani graf podgraf Ks

e sadrzi K33 (self) —provjerava sadrZili zadani graf podgraf Ks,3



PRIMJERI

PETERSEN

root@ubuntu: /home/sgizmo/teograt# python tg_lab.py osmi dat petersen 0 O

1, 2,
{'6,9": [1
, '7.1et

11, "2,3":
le - ['8°,

[

‘57, '1@°,
1, '8,18":
(11, "1,5":

(11}

7,1
20,

'3,
(11,
(11,

gr
‘3,8
1,2

a4,
(11,
(11,

'8, 77, 6]
‘4,5 [11, °
‘1,10°: [1],

7,9
'6,8"

Y

(11, '3.4":
:[11,

(11,
t2,9%: [1],

5,60 [1]
4,700 [

D ['sY,
. lq_lr

0 W o = 0RO

o [f1et,
planarnost
{"3': ['B", '4", '5",
't ['5', '8, '3,
Sadrzi K5

niie planaran

30,

'‘6'], '5': 4y ['5*, '3', '8', 'B'], '6B

41, v

4 e
'3, 6T, s,

'8, 3],
41y

KOCKA (4)

root@ubuntu: /home/gizmo/teograt# python tg lab.py osmi pr kocka 4
kocka 4

11 @ [°
18 :
13
12
15 :
14 :

V=]

‘le*,
‘117,
‘120,
'13°,

"15°]
147 ]
*15°]
147 ]
'13', "14']
12, "15']
9]
8]
"11°]
1]
'13°]
"12°]
*15°]
147 ]
"13°]
"12°]

'8,
-1
g,
'11°,
‘e,

'3', '5°',

2t, "4,

-

'3', "6,

B

'8', '6',

's8', '6',

4, T,

: ‘a', "11°,

8 : Y, "9, "1,

planarnost

{'15": ['7",
4r: ['3°,

Sadrzi K5

nije planaran

= ——
Sl =1 T I I ¥ [y o Iy ¥ )

[

(Lo s I QR 6 ) [ 6 I Y I

e B R R B R M M M
D MNW D D= @

v vy,

v

'3,
1

1
7,

4],
"15'],

(24,
('3,

7,
'15°,

4,
1

"15'],
41}

['37, 'a', *7', '15°,




KOCKA(3):
root@ubuntu: /home/sgizmo/teograt# python tg lab.py osmi pr kocka 3
kocka 3
s[rer, "3, 's']
sort1e, r2r, t4r]
[*1-, "2, '7'1]
['er, '3', '6']
['1r, '4, '7']
['e*, 's*, '6'l]
D ["3", '5', 'B']
6 : ["2', "4, 'T']
planarnost
grat je planaran
root@ubuntu: fhome/gizmo/teograt#

= f AR L@

BIPARTITNI (4,4):

root@ubuntu: /home/gizmo/teocgrat# python tg lab.py osmi pr bipartitni 4 4

1:['6", '7', '4", '5"]

[*7', '"8", '5", '4"]

[*7', "4*, '5", '6"]

[*5", "4", '7", '6"]

[*@*, "1*, '3", '2']

[*@*, "1*, '3", '2']

o [r@t, "1+, ‘3", '2°]

6 : ['@8", "1, '2", '3"]

potpuni bipartitni 4 4

planarnost

{'1:1['6"', '7", "4", *5'], *@': ['7", ‘&', 5", *4'], *3': ['7', 4", 5", 'B"], '2
‘: ['5", '4', *7", '&"], '5': ['@G°', "1", *3', *2'], '4': ['©"', *1', "3'", ‘'2'], 'T7":
['e*, "1+, "3+, "2'1, '6': ['e*, "1+, "2*, '3'1}

SADRZI K33

Nije planaran

root@ubuntu: /home/gizmo/teograft# I

= 1R @



BOJANJE VRHOVA GRAFA

ZADATAK
[spitaj je li zadani graf 3-obojiv (v), tj. mogu li se njegovi vrhovi obojati s 3 boje, tako da su
susjedni vrhovi raznobojni.

ISPITIVANJE
Algoritam za ispitivanje vrSne 3-obojivosti zadanog grafa je sljedeci:

1.
2.
3.

4.

odaberi proizvoljan vrh v1

za svaki vrh susjedan s v1 provjeri imaju li zajednicke susjede.

Ukoliko zadani vrhovi imaju zajednicke susjede provjeri Cine I ti susjedi brid.
Ukoliko susjedi ne ¢ine brid, ponovi algoritam dok ne obides sve vrhove

Ako zadani susjedi Cine brid , graf nije vrSno 3 —obojiv

Ako su provjereni svi vrhovi, graf je vr$no 3 obojiv

PROGRAMSKO RJESENJE
[spitivanje vrSne I bridne obojivosti implementirano je klasom Bojanja() , dok je
specificno provjera vrine 3-obojivosti implementirana je metodama:

susjedstvo 1 (self) - ko niti jedna 2 vrha nemaju 2 zajednicka susjeda onda
su oni sigurno 3 obojivi

is susjedstvo vise (self) - ukoliko pojedini vrhovi imaju vise od jednog
zajednickog susjeda provjeri da li ti susjedi cine brid

vrh 3 obojiv(self,qg) - pozivaju¢i pomoéne metode ispituje je li graf vr$no

3-obojiv



PRIMJER:

Za Petersenov graf:

root@ubuntu: /home/gizmo/teograt# python tg lab.py deveti dat petersen 0 @

[+, *2+, *5*, *1e*, "3, '9°*, "4*, '8*, '7*, '6']

{'6,2°: [1], '8,1®"': [1], *3,8": [11, "4,3°: [11, '7,9': [1], "3.,4': [1], '5,6":
, '7,1@": (17, *1,5°: [1]1, ‘'1,2°: [1], *1,1e°: [1], '&B,&": [1], "2,9': [1], "4,7"':
171, *2,3': [1]1}

1@ :» [*8", 7', '"1"]

1 : [*5", "2°, "18"]

I o[ra, "4, '2°]

2 0 ["1, "9, "3"]

5 :["4", '6°, "1"]

4 ¢ ['5", "3, 'T"]

70 ['9", "18', '4']

6 : ["9", '5°", '8"]

9 ['6", "7", "2']

g : ["18", "3", 'B"]

1

po prvom kriteriju
zadani graf je vrsno 3 obojiwv

[11]
[




BOJANJE BRIDOVA GRAFA

ZADATAK
[spitaj je li zadani graf bridno 3-obojiv, tj. mogu li se njegovi bridovi obojati s 3 boje, tako
da su susjedni bridovi raznobojni.

ISPITIVANJE

Za zadani graf najprije se provjerava stupanj svakog vrha. Ukoliko postoji vrh stupnja veceg
od 3 zadani graf nije bridno 3-obojiv. Ukoliko je najveci stupanj vrha 3 vrsi se ispitivanje.
Na pocetku za svaki vrh postoji moguénost bojanja s jednom od 3 boje. Boja za svaki vrh
odabire se na osnovu jednog od sljedecih slucajeva:

mogucnosti:

3 3 (3) - potpuno opcenito odaberi koji brid obojati kojom bojom

2 2 -ovdje nije opcenito je potrebno nego odabrati za svaki brid jednu boju, a
drugu mogucnost s trenutnim stanjem staviti na stog

1 2- obojati onaj koji ima jednu mogucnost s onom kojom se moZe obojati, a
drugu s ovom koja ostane

1iima josulisti vise od 1 vrhova koji nisu prijedjeni - prijedji taj vrh i idi dalje
1iima u listi jedan vrh koji je upravo susjed - obojaj brid i vrati 1 jer je moguce
graf

obojati bridno s 3 boje

0 i ima na stogu - uzmi sa stoga mogucnost bojanja i kreni s tim

0 i nema na stogu - vrati 0 jer su obidjene sve mogucnosti, nije moguce obojat s 3
boje



PROGRAMSKO RJESENJE
[spitivanje bridne 3-obojivosti implementirano je metodom

provjeri 3 bridno (self)
koja pokusava obojati zadani graf na temelju gore navedenih mogué¢nosti

PRIMJER

root@ubuntu: /home/gizmo/teograt# python tg_lab.py deseti dat petersen @ 0

[*1', '2', '5', '1@', '3', '9', '4', '8', '7', '6']

{'6,9': [1], *&,1®@": [1], *3,8': [1], '4,5': [1], '7,9': [1], "'3,4": [1], '5,86"': [1]

, 4,18 [1y, *1,%°: 11, "1,2*: 11, "'1,1e': [11, '6,8"': [1], "2,9":
11, '2,3": [11}

1 : ['8", '7", '"1"]

1 : ['5", "2", "18"]

3 - ['&", "4, 2]

2 ['1", "9", '"3"]

5 ["4", 'B", "1"]

4  ['5", "3', 'T"]
Foo['9e, "1e", '4°]

6 : ["9", '5", '8"]

9 : ['e", "7, "2"]

8 : ["1@", '"3", 'B6"]

graf nije 3 bridno obojiwv




SETANJE PO USMJERENIM GRAFOVIMA

ZADATAK

U zadanom tezinskom usmjerenom grafu nadi kriti¢ni put.

USMJERENI GRAF
Usmjereni graf ili digraf D sastoji de od konac¢nog nepovezanog skupa vrhova V(D) razlic¢itih od O i
konacéne familije A(D) uredenih parova od V(D)- lukovi.

OPIS PROBLEMA
Problem kriti¢nog puta poznat je ne samo u teoriji grafova nego i u svakodnevici, od raspodjele poslova
u timovima, problema paralelnog izvrSavanja poslova, ...

Primjer opisa problema u ekonimskim i poslovnim razmjerima je sljedeci: To je redoslijed aktivnosti koje
treba dovrsiti prema planu da bi cjelokupni projekt bio dovrsen na vrijeme. To je najdulji put trajanja u
radnom planu. Ako aktivnost koja se nalazi na kriticnom putu kasni za jedan dan, Citav projekt ¢e kasniti
za jedan dan. (osim u slucaju da se neka druga aktivnost, takoder na kritichnom putu, moZe ubrzati za
jedan dan.)

U teoriji grafova svodi se na pronalazak puta koji ima najve¢u mogucu teZinu krenuvsi od
pocetne do konacne tocke u zadanom grafu. Pritom prelaskom odredenih tocaka zbrajaju
se teZine bridova prateci usmjerenjegrafa.

Zadani problem rjeSava se modifikacijom Dijskstrinog algoritma s pojednostavljenjem zbog
zadane usmjerenosti grafa.

PROGRAMSKO RJESENJE

Zadani problem implementiran je klasom Setnje() te glavhom metodom za
implementaciju pronalaska kriticnog puta, te pomo¢nom metodom koja generia strukturu
usmjerene liste susjedstva:

e kritican put(self,g) - glavna metoda koja pronalazi krittan put u
zadanom grafu . Ulazni parametar je pokazivac na graf g, a izlaz je kritican put

e usmjerena lista susjedstva(self) - pomoc¢na metoda Kkoja vraca
usmjerenu listu susjedstva koja je prikaz usmjerenog grafa i koristi se pri
pronalasku kriti¢nog puta



PRIMJER

root@ubuntu:/home/gizmo/teograt# python tg_lab.py jedanaesti dat
[, "2+, *4*, *3', 'e°, '5°, "11*, "9, *¥', "1@', ‘8", '12"]
{'1,4': ['2"'], "1,2": ['3"], '1@,12': ["2"'

1, '3,5": ['86°], "4,9": ["1"], '5,7': ['9"'

1, '2,4": ["2'], '2,8":
1, '6,4": ['3°], '2,3": ["4'], *"7,8"¢: ['6"], '9,7": ['1"], '5,9":
1, "1@,8*: ['5"'], "3,11":

usmjereni

‘71, "7,1@': ['5°']1, "5,11': ["1°], ‘'9,1@°: ['3'], "11,12°: ["4']1}

11 . [*3", '5", "12"]

e : ['12', '8', '7', '9']
12 ¢ [*1l@', '8", "11"]
1:['4", '2']
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SPARIVANJA

ZADATAK
U zadanom bipartitnom grafu s obiljeZenim vrhovima nadi i prebroji sva potpuna
sparivanja.

Mlarion Joerg
3 /\-’ oller
Sabine Walfram
Bettina Karl-Heinz
Wechthild Uwe
Clandia Bemd

blichael

Slb‘vlle/////’

Gwendoline

>

POTPUNO SPARIVANJE

Potpuno sparivanje iz V1 u V2 u bipartitnom grafu G(V1,V2) je bijektivna korespodencija
vrhova skupa V1 I nekog podskupa skupa vrhova V2, takva das u korespodentni vrhovi
susjedni.

Zadani problem poznat je kao Zenidbeni problem.



PROGRAMSKO RJESENJE

Zadani problem implementiran je klasom Sparivanja () te glavnhom metodom Kkoji
pronalazi i broji sva potpuna sparivanja, te pomo¢nom metodom koja radi jednostavnijeg
ispitivanja boji vrhove bipartitnog grafa u crne i bijele:

e potpuna sparivanja(self,g) - glavna metoda koja pronalazi I broji sva
potpuna sparivanja u zadanom grafu
e color bipartite (self)-pomocna metoda za bojanje bipartitnih grafova

PRIMJER
root@ubuntu: /home/sgizmo/teograt# python tg_lab.py dvanaestl pr bipartitni 3 3
1 :["4", '5", "3']
@ : ['5", "4, '3']
3 - ['e+, "1+, 2]
2 ['5", "4, '3']
5 :['@", "1, '"2']
4 e, *1°, '2']
potpuni bipartitni 3 3
rezultat 27 _

root@ubuntu: fhome/gizmo/teograf# python tg lab.py dvanaesti pr bipartitni 3 4

1:['6", "4", '5", '"3"']
B :['e"', '5", "4", "3"]
3 ['e*, "1, '2']
2[5, "4", 'B", "3"]
5 ['@", "1, '2']
4 : [*@B", "1, '2']

5 : [IHIr l]-lr l2l]
potpuni bipartitni 3 4
rezultat &4



KORAK VISE

MAXIMUM CLIQUE PROBLEM

OPIS PROBLEMA

Clique problem (problem grupe) je NP-potpuni problem. Problem je predstavljen kao jedan
od Richard Knapovih originalnih 21 problema 1972. "Reducibility Among Combinatorial
Problem.

Grupa u terminologiji teorije grafova predstavlja podgraf u zadanom grafu G koji Cini
potpuni graf (svi vrhovi grupe su medusobno povezani).

Problem grupe svodi se na problem traZenja grupe u grafu G veli¢ine barem k. Prateci
optimizacijski problem je tzv maximum clique problem, tj. Problem pronalaska najvece
moguce grupe u zadanom grafu.

Za rjeSavanje problema pronalaska grupe veli¢ine barem k potrebno je primijeniti iscrpnu
pretragu. Potrebno je pronaci podgraf sa barem k vrhova te provjeriti je li zadani podgra
grupa ili ne.

Broj mogucih grupa velicine k grafa G velic¢ine V je:

Heuristi¢cka metoda svodi se na to da je svaki vrh grupa velic¢ine 1. Povezivanje grupa u veci
grupu moguce je obaviti ukoliko svaki vrh iz grupe A je susjedan sa svakim vrhom iz grupe
B. Vrijeme izvodenja zadanog algoritma je linearno, medutim moguce je da se ovakovom



metodom ne pronade najveca grupa ukoliko su vrhovi “velike” grupe u nekom od koraka
spojeni s vrhovima koji nisu u “velikoj” grupi.

PROGRAMSKO RJESENJE
Maximum clique problem programski je rijesen klasom C1lique () te metodom

potpuni (self,qg)
Koja u zadanom grafu pronalazi najveéi potpuni podgraf.

PRIMJER :

root@ubuntu: /home/gizmo/teograt# python tg_lab.py trinaesti pr kotac 5
ciklus 4

1 ['2", '@"]

@ ['3', '"1']

I3 :o['et, "2']

2 ['1, "3']
kotac 5

1 :['2", '"@", "4']
@ ['3*, "1', "4']
3 ['e+, 2T, "4']
2 ['1, "3", "4']

4 - ['@, *3', '1*, '2']
Max potpuni podgraft 3
root@ubuntu: fhome/gizmo/teograt# I



PROBLEM SKAKACA (KNIGHT’S PROBLEM)

OPIS PROBLEMA

Ideja za promatranjem skakaca na Sahovskoj plo¢i seZze u 18.st. , kada je Svicarski
matematicar Leonhard Euler predstavio svoj problem u Berlinu 1758. Problem je najcesce
poznat pod imenom Springerproblem ili The knight’s problem I glasi:

Postoji li put kojim skaka¢ moZe posjetiti svako polje Sahovske ploce to¢no jednom
kretajuci se prema pravilima u Sahu krecuéi s proizvoljnog polja Sahovske ploce.

Problem je vrlo zanimljiv zbog specificnog nacina na koji se skakac krece na Sahovskoj ploci
(u obliku slova L alterniraju¢i izmedu crnih i bijelih polja).

lako je problem postao poznat u 18.st najranije spominjanje problema s plocama seze joS u
Kinu 2200 pr.Kr pronalaskom magi¢nog kvadrata veli¢ine 3x3.

419 1D
305 17
siiis | [AY

Prelaskom polja magi¢nog kvadrata zadanim redosljedom prema numeraciji polja vidimo
veliku slicnost sa retanjem skakaca te simetri¢nu putanju koja je vrlo zanimljiva i u
problem skakacevog puta.



Mnogo opcenitiji problem svodi se na proucavanje u kojim sluCajevima je moguce
konstruirati skakacev put , tocnije za koju veli¢inu ploCe. RjeSenje tog problema opisuje
Schwenkov teorem dan u nastavku.

SCHWENKOV TEOREM

Za plocu veli¢ine m x n , pri ¢emu je m manje ili jednako n, postoji skakacev put u svim
sluc¢ajevima osim u dolje navedenima:

1. min suoboje neparni
2. m=1,2,ili4; min su oboje razliciti od 1
3. m=3in=4,6,ili 8

PRVI UVJET

Ukoliko je prvi uvijet ispunjen, vrlo je jednostavno pokazati da ne postoji skakacev put.
Ukoliko zamislimo Sahovsku plocu cija su polja obojana u dvije boje, u svakom koraku
obilaZenja polja skakac obilazi polje suprotne boje (c-b-c-b...).

Kako su m i n oba neparni brojevi, broj bijelih polja i broj crnih polja je razlic¢it. Npr za plocu
velic¢ibe 5x5 postoji 13 polja jedne boje te 12 polja druge boje.

Da bi postojao skakacev put potrebno je obiéi jednak broj bijelih te jednak broj crnih polja.
Kako su m i n neparni, postoji razli¢it broj crnih i bijelih polja, te ne postoji hamiltonovski
ciklus.

DRUGI UVJET

U drugom uvjetu vrijedi: ukoliko je “kra¢a” stranica duljine 1,2 ili 4, ne postoji skakacev put.

Jednostavno je pokazati da uvjet vrijedi kada je m 1 ili 2, s iznimkom trivijalnog slucaja
1x1.

HENEEN

Ukoliko je m= 1 nije moguce obici niti jedno drugo polje. Te, u skladu s time nije moguce
obici sva polja.

Zam-=2:



Vidljivo je da nije moguce obici sva polja jer je moguce napredovati prema naprijed kolika
je duljina n, kada viSe nije moguce napredovati, jedini moguci potez je vracanje na polje
koje je prethodno obideno ($to nije dopusteno), te za m=2 nije mogu¢ skakacev put.

Situacija za m = 4, je neSto sloZenija, medutim moguce je pokazati da za plocu veli¢ine 4x n
nije moguc¢ skakacev put.

Pretpostavimo suprotno, da za plocu veli¢ine 4 x n postoji skakacev put. Konstruirajmo da
skupa polja A1i B1, A1 sadrZi prvu polovicu polja, sa B1 drugu polovicu polja, prema bojama
na Sahovskoj ploc¢i neka su A1 polja bijele boje, a B1 polja crne boje.

Definirajmo skup Az kao skupa zelenih polja te skup Bz kao skup crvenih polja kako je
prikazano na slici. Broj crvenih i zelenih polja je jednak. Primjetimo da ukoliko se skakac
nalazi na polju iz skupa Az mora skociti na polje iz skupa B2, te ukoliko se nalazi na polju B>
skakac prelazi na polje Az,

Ukoliko slijedimo skakaca, dolazimo do kontradikcije s prethodnom tvrdnjom:

1. Prvo polje s kojeg krece skakac je polje koje pripada skupu A1 i skupu A». Ukoliko
tvrdnja ne vrijedi, zamijenimo Az i Bz kako bi tvrdnja vrijedila.


http://en.wikipedia.org/wiki/Image:Grid4xnColoredSquares.jpg

2. Drugo polje mora biti element iz skupova B1i B>
3. Trece polje mora biti iz skupova A11i Az
..tako dalje

Promatrajuci skupove, skup A1 ima jednake elemente kao I Az ,te B;1 ima jednake elemente
kao i B2. Medutim to nije istina zbog toga Sto je crveno-zeleni uzorak razlic¢it od Sahovske
ploce. Iz toga proizlazi da je pretpostavka pogreSna te ne postoji skakacev put ploce 4 x n,
za svaki n

TRECI UVJET

Tredi uvijet ispituje se posebno za slucajeve 3x4, 3x6 te 3x8 pokuSavajuéi konstruirati
skakacev put, te se pokazuje da to nije moguce.

Treba napomenuti da dokazivanje prethodna 3 uvjeta ne dokazuje prethodni teorem. Jos je
potrebno dokazati da sve ploce koje ne spadaju u zadana 3 uvjeta spadaju u kategoriju koji
imaju skakacev put.

KONSTRUKCIJA SKAKACEVOG PUTA

Problem pronalaska jednostavnog resenja skakacevog puta za bilo koju ploCu za koju je
rjeSenje moguce rijeSen je 90-ih godina proslog stoljeca kao project grupe njemackih
studenata.

Osnovna ideja je jednostavna rekurzija. Ploca se dijeli na manje ploce za koje je jednostavno
pronaci skakacev put. Jedini problem je bio pronaci skakacev put za zadanu pocetnu i
kona¢nu tocku da bi se na to¢no odredenim mjestima mogli putovi spojiti u cjelovit
skakacev put zadane ploce. Osnovna ideja pronalaska zadanog puta za plocu 16x 16
prikazan je na slici. Opis ovog rjeSenja nije obuhvacen ovim radom nego je u nastavku
jednostavno opisan jedan od mogucih algoritama za pronalazak skakacevog puta.

i
-

a4
-
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Najjednostavniji algoritam za pronalazak puta je backtracking algoritam koji radi na
principu kretanja skakaca u odredenom smjeru, medutim ukoliko sljede¢i korak nije
mogu¢, a nije pronaden put, vra¢a se na prethodni korak i pokuSava nastaviti obilazak u
nekom od mogucih putova. Ukoliko nije moguce krenuti niti jednim drugim putem vraca se
na prethodni korak. 1z opisa algoritma vidljiva je njegova vremenska sloZenost.

Primjer konstrukcije puta za plocu velic¢ine 8 x 8 prikazan je na slici:

i8] 5 58] 2 48] 15 220>
511 760 2 [ B8] o7 |18
58] 81 0 6] 3 [62] o5
' [52]57 28] o 48] 228

58] 5 [48] s 58] 2[4 1.
39[88] 5[] 82 08
6] 58] 28] 18] >
55 58] 7 [32]  [88] o730

Back tracking algoritam implementiran je za pronalazak puta skakaca na Sahovskoj ploci

Veli¢ine n X m za koju postoji skakacev put uz zadane koordinate skakaca na ploci.. Skakac
se pomice u obliku slova L u bilo kojem smjeru za svako polje koje nije oznac¢eno. Ukoliko
nemoZe viSe napredovat, vraca se na prethodnu poziciju te se pokusava kretati u nekom od
mogucih smjerova.

PROGRAMSKO R]ESEN]E
Zadani problem implementiran je klasom Knight () koja u sebi sadrZi glavhu metodu za
pronalazak skakacevog puta te nekoliko pomoénih metoda:

e knights tour (self,n,m,pozl,poz2)- glavna metoda za pronalazak skakacevog
puta ukoliko je takav put mogué. Kriteriji za ispitivanje postoji li skakacev put
proizlaze iz Schenkovog teorema.

Metoda prima veli¢inu plo€e n x m, te pocetne koordinate skakada na ploci, a vraca
putanju skakac¢a oznacenu brojevima 1-len(n*m)



e sahovska (self,n,m)- pomoéna metoda kojom se generira ploca veli¢ine n x
m . Prima kao parameter n i m, a vra¢a Sahovsku plocu u sljede¢im oznakama : O-
bijelo, 1-crno polje

e pomocne metode koje ispituju mogucnost kretanja if L ul (self,i,j) -
ispituje moguénost kretanja gore-lijevo (ostale mogucnosti su ur,dr,dlrr,lrllrl,
prema engleskim oznakama up,down,right,left)

e vrati(self,smjer,i,j) — pomocna metoda koja omogucava vracanje na
prethodni korak skakaca, metoda prima kao parameter smjer kojim je skaka¢ doSao
u trenutni poloZaj te treutne koordinate skakaca, a vraca koordinate prethodnog
polja.

e ispisi(self,i,j)- pomocna metoda koja nakon Sto je pronaden put skakaca ispisuje
kojim je putem presao skakac.

PRIMJER:

root@ubuntu: fhome/gizmo/teograt# python tg lab.py cetrnaesti 6 6 1 1
[*@*, *1*, *@*, 1", @', "1"]
[+, '@+, "1+, '@', '1', '|a"']

[‘@*, "1+, *@*, "1', '@', '1']

[+, *@*, "1, '@', '1', '|e"']

[e@*, "1+, *@*, "1, 'a', '1']

[+, *@*, "1, '@', '1', '|e"']

NASO PUT

[*uL", "uL', *uL', 'RL', 'RL', 'RL']
[*LL*, "P', "RR', 'RR', 'UR', 'RR']
["LR", "UR', "RR', 'LL', 'DL', 'DR']
[*uL*, "UR', ‘LR', 'RL', 'UR', 'DR']
['LR", 'DR', "RR', 'LR', 'DL', 'DR']
('L, "LL', ‘DR', 'LL', 'DL', 'DR']
45

[25, &, 5, 2, 27, 18]

[6, 1, 26, 9, 34, 3]

[31, 24, 7, 4, 11, 28]

[18, 21, 30, 33, 14, 35]

[23, 32, 19, 16, 29, 12]

[2@, 17, 22, 13, 36, 15]
root@ubuntu: fhome/gizmo/teograt# I

U primjeru prikazano je traZzenje skakacevog puta za Sahovsku plocu veli¢ine 6x6 s poetnom
pozicijom skakaca 1 1, prva matrica je prikaz Sahovske ploce, druga matrica prikazuje kojim se
putem kretao skakac u oznakama up-right-left-down, te posljednja prikazuje redosljed kojim se
kretao skaka¢ od pocetne pozicije koja je oznacena brojem 1 do trenutne pozicije koja je
oznacena brojem 36 (odnosno n*m)

Primjer ukoliko je zadana veli¢ina ploée za koju nije moguce konstruirati skakacev put je
sljededi:




root@ubuntu: fhome/gizmo/teograt# python tg lab.py cetrnaesti 3 3 0 1
Ukoliko su m 1 n neparni ne postojl skakacewv put 3 3

root@ubuntu: fhome/gizmo/teograt# python tg lab.py cetrnaesti 4 4 0 0
Nije moguce konstruirati skakacewv put za 4xn - m= 4

root@ubuntu: fhome/gizmo/teograt# python tg lab.py cetrnaesti 3 4 0 0
Nije moguce konstruirati skakacewv put za 4xn - m= 4

root@ubuntu: fhome/gizmo/teograft# I

NAPOMENA :

IzvrSavanje primjera za plocu veli¢ine 8 x 8 vremenski i memorijski je vrlo zahtjevno, te se
preporucava ispitivati za ploce veli¢ine 6 x 6 ili manje.

ZANIMLUIIVOST

TR
/ \

A&
Desei
KD
ot
>4

M.
N
P

P
7
X

A
A
¢

Y,

Ukoliko kocku 4 prikaZemo u ravnini te projiciramo na Sahovsku ploc¢u, dobijemo “mini”
put skakaca koji je duljine 16. Put skakaca je sljedeci: d8, b7, a5, b3, d2, f3, g5, f7, d6, c4, e5,
C6, d4, e6, c5, e4.

http://www.borderschess.org/KThypercube.htm



POZIV PROGRAMA

Svi labosi pozivaju se na sljedeci nacin

$ python tg lab.py <broj labosa> <nacin> <ime datoteke ili ime
grafa><opcionalni parametri>

pri ¢emu je broj_labosa napisan slovima (prvi, drugi,.), nacin oznacava nacin zadavanja
grafa (Is- lista susjedstva, ms- matrica susjedstva, mi- matrica incidencije, pr- gneriranje ),
zatim slijedi ime datoteke ili ime grafa koji se generira, ukoliko je graf jedan od “gotovih”
primjera zadaju se opcionlni parametric (npr. broj vrhova)

PRVI LABOS

e listasusjedstva:
o python tg lab.py prvi 1ls prvi 1s 0 O

e matrica susjedstva
o python tg lab.py prvi ms prvi ms 0 O

e matricaincidencije
o python tg lab.py prvi mi prvi mi 0 O

o lista susjedstva u matricu susjedstva (i sve ostale kombinacije):
o) python tg lab.py prvi ls prvi ls ms

e Obrisi brid iz zadanog grafa
o python tg lab.py prvi ls prvi ls obrisi brid 1,2

e Obrisivrh iz zadanog grafa
o python tg lab.py prvi ls prvi ls obrisi vrh 1

DRUGI LABOS
e potpuni
o python tg lab.py drugi pr potpuni 5
e potpuni bipartini
o python tg lab.py drugi pr bipartitni 5 2

e ciklus
o python tg lab.py drugi pr ciklus 3

e kotac

o python tg lab.py drugi pr kotac 7
e kocka

o python tg lab.py drugi pr kocka 4
e Petersen

o python tg lab.py drugi pr petersen

TRECI LABOS
e python tg lab.py treci dat most



CETVRTI LABOS
e python tg lab.py cetvrti dat dijkstra

PETI LABOS
e python tg lab.py peti dat tsp

SESTI LABOS
e python tg lab.py sedmi pr kocka 3

SEDMI LABOS
e python tg lab.py sedmi dat bridno

OSMI LABOS
e python tg lab.py osmi pr kocka 4

DEVETI LABOS

e python tg lab.py deveti pr Petersen
e python tg lab.py deveti pr potpuni 4

DESETI LABOS

e python tg lab.py deseti pr potpuni 4
e python tg lab.py deseti dat bridno

JEDANAESTI LABOS
e python tg lab.py jedanaesti dat usmjereni

DVANAESTI LABOS
e python tg lab.py dvanaesti pr bipartitni 2 4

KORAK VISE
e python tg lab.py trinaesti dat bridno

KORAK VISE(2)
¢ python tg lab.py cetrnaesti 6 6 0 1



